


2. Îáñóæäåíèå êðèòåðèÿ âûáîðà ïðàâèë

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîçâîëèò îáñóäèòü íåñêîëüêî
àñïåêòîâ öåëè íàøåãî ïðîåêòà. Ðàññìîòðèì ïÿòü âîç-
ìîæíûõ âûðàæåíèé äëÿ îäíîãî è òîãî æå èíòåãðàëà:Z p
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Âûðàæåíèå (1) ïîëó÷åíî â Maple 16; âûðàæåíèå
(3) ïîëó÷åíî â Mathematica 8; âûðàæåíèÿ (4) � (6)
ïîëó÷åíû â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà. Ðàññìîòðèì ýòè
âûðàæåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ êðè-
òåðèåâ.

2.1. Êîððåêòíîñòü

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f è F ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
è ïåðâîîáðàçíóþ. Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà F 0 = f òðåáóåò
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â êîìïüþòåðíîé àëãåáðå ñóùå-
ñòâóþò äàâíèå ðàçíîãëàñèÿ ïî ïîâîäó âûáîðà èç äâóõ
âîçìîæíîñòåéZ

dx

x
=

(
lnx ; êîìïëåêñíûé ñëó÷àé;

ln jxj ; âåùåñòâåííûé ñëó÷àé:
(7)

Â ðåïîçèòîðèè âñå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèé âåðíû
äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ. Â íàøåì ïðèìåðå ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ìíèìîé íà èí-
òåðâàëàõ (n�; n� + �=2), ãäå n 2 Z.
Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåðêà ðàâåíñòâà F 0 = f , îñíî-

âàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè êàêîé-òî ñèñòåìû êîìïüþ-
òåðíîé àëãåáðû, ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíîé çàäà-
÷åé. Íàïðèìåð, Maple íå ìîæåò ïîëíîñòüþ ïðîâå-
ðèòü (4).

2.2. Ïðîñòîòà



2.4. Ýñòåòèêà

Êðàñîòà � âàæíåéøèé êðèòåðèé. Óðîäñòâó
íåò ìåñòà â ìàòåìàòèêå. (Ã.Õ. Õàðäè [3])

Ñðàâíèâàÿ (4) è (6), ìû âèäèì, ÷òî (6) ñîäåðæèò
äâå ðîäñòâåííûå ôóíêöèè: arctan è arctanh. Õîòÿ
arctanh ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëîãàðèôìû, âûðàæå-
íèå (6) ñ åãî ñèììåòðèÿìè ìàòåìàòè÷åñêè êðàñèâåå,
÷åì îñòàëüíûå âûðàæåíèÿ.
Àíàëîãè÷íûé ïðèíöèï êàñàåòñÿ ñâÿçè ìåæäó ôîð-

ìàìè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ è èíòåãðàëà.
Ñëåäóþùèé èíòåãðàë áûë ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ
Maple 16:Z p
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Â îòëè÷èå îò (1), ïîëó÷åííîãî òîæå ñ ïîìîùüþ
Maple, ýòà ôîðìóëà ñîäåðæèò öåëûé íàáîð ôóíê-
öèé, íå âõîäÿùèõ â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå.
Êðîìå òîãî, ñâÿçûâàþùàÿ ïðîáëåìû (1) è (10) î÷å-
âèäíàÿ ñèììåòðèÿ x! �x íå âèäíà â îòâåòàõ.
Ìû ïðåäïî÷èòàåì â òàêèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëó, êîòî-

ðàÿ ôóíêöèîíàëüíî áëèæå ê ïîäûíòåãðàëüíîìó âû-
ðàæåíèþ.

2.5. Èñïîëüçîâàíèå

Ñïîñîá çàïèñè ïðàâèë îòðàæàåòñÿ íà êàæäîì øà-
ãå ïðè ïîøàãîâîì âûïîëíåíèè. Íåêîòîðûå ñèñòåìû
èñïîëüçóþò ìíîãî÷èñëåííûå ïîäñòàíîâêè â ïðîöåñ-
ñå ðåøåíèÿ. Ýòî îòðàæàåò òî, êàê ÷åëîâåê ðåøàë áû
ýòó çàäà÷ó, íî òàêîé ïîäõîä òðóäåí äëÿ âîñïðèÿòèÿ,
òàê êàê ïîëüçîâàòåëþ ïðèäåòñÿ ñëåäèòü çà âñåìè çà-
ìåíàìè. Ïðîñòûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë âèäàR
f(ax + b) dx. Õîòÿ ÷åëîâåê ìîæåò ñðàçó íàïèñàòü

y = ax + b, à çàòåì ðàáîòàòü ñ y, ìû ïðåäïî÷èòàåì
ðàáîòàòü ñ áîëåå äëèííîé ôîðìîé è îñâîáîäèòü ïîëü-
çîâàòåëåé îò íåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü çà çàìåíàìè.

3. ÔÎÐÌÀ ÏÐÀÂÈË

Êàæäàÿ çàïèñü â ðåïîçèòîðèè ñîñòîèò èç òðåõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ÷àñòåé, â ñîâîêóïíîñòè îíè îïðå-
äåëÿþò ïðàâèëî:

1. Ïðåîáðàçîâàíèå. Îòîáðàæàåò èíòåãðàë â âûðà-
æåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò êàê òåðìû, ñâîáîäíûå
îò èíòåãðàëîâ, òàê è íîâûå (áîëåå ïðîñòûå) èí-
òåãðàëû.

2. Óñëîâèÿ äîñòîâåðíîñòè. (Òàê êàê èíòåãðàëû â
÷àñòè 1 îáû÷íî ñîäåðæàò ïàðàìåòðû, ýòè óñëî-
âèÿ îáåñïå÷èâàþò êîððåêòíîñòü ïðåîáðàçîâà-
íèé.)

3. Óñëîâèÿ óïðîùåíèÿ. Ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ïðåîá-
ðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ æåëàòåëüíûì, è ÷òî ëþáîé
íîâûé èíòåãðàë èëè èíòåãðàëû ïîñëå äàëüíåé-
øèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäóò ê ðåøåíèþ èñõîä-
íîé ïðîáëåìû.

Çàïèñè ìîãóò ñîäåðæàòü è íå èìåþùèå ôóíêöèî-
íàëüíîé ðîëè ñâåäåíèÿ, òàêèå, êàê ññûëêè íà ëèòå-
ðàòóðó.
Îäíà èç çàäà÷ íàøåãî ïðîåêòà � äîáèòüñÿ òîãî,

÷òîáû óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïðàâèëà, âçàèìíî èñ-
êëþ÷àëè äðóã äðóãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè çàäàíû
âñå ïàðàìåòðû äëÿ ëþáîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ, òî òîëüêî îäèí íàáîð óñëîâèé îêàçûâàåòñÿ
âûïîëíåííûì, è, òàêèì îáðàçîì, òîëüêî îäíî ïðàâè-
ëî ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî.



Îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ ê òàêèì èíòåãðà-
ëàì, èñïîëüçóåìûõ äðóãèìè ñèñòåìàìè, ÿâëÿåòñÿ çà-
ìåíà u = tan(c + dx). Óäàëÿþòñÿ âñå òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå ôóíêöèè, â èòîãå âîçíèêàåò êâàçèðàöèîíàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ îò u. Äðóãàÿ ïîäîáíàÿ çàìåíà � çà-
ìåíà Âåéåðøòðàññà u = tan((c + dx)=2), íî ìû åå
íå èñïîëüçóåì. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíà
ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ,
òàê êàê àðêòàíãåíñ èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ. Ñ ïðî-
ãðàììíîé òî÷êè çðåíèÿ òàêàÿ çàìåíà ñíèæàåò íåçà-
âèñèìîñòü ìîäóëÿ. Êðîìå òîãî, ñôîðìóëèðîâàííûé
ðàíåå ýñòåòè÷åñêèé ïðèíöèï îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñòàðà-
åìñÿ èñïîëüçîâàòü òå ôóíêöèè, êîòîðûå óæå âõîäÿò
â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê
ïðîìåæóòî÷íûì âûâîäàì, òàê è ê îêîí÷àòåëüíîìó
âûðàæåíèþ.
Äâåíàäöàòü ïðåîáðàçîâàíèé (ðåêóððåíöèé), ïåðå-

÷èñëåííûõ â ïðèëîæåíèè, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåêóð-
ðåíòíîãî ïðèâåäåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
ê ôîðìå, äëÿ êîòîðîé èíòåãðàë èçâåñòåí. Ïðèâåäåì
ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë.

5. ÏÐÈÌÅÐ ÐÅÄÓÊÖÈÈ

×òîáû ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà ãëàâíîé èäåå, ìû ïîëî-
æèì íåêîòîðûå êîíñòàíòû â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðà-
æåíèè ðàâíûìè íóëþ (ñì. ïîñëåäíèé ðàçäåë ïðåäû-
äóùåé ñåêöèè) è ðàññìîòðèì èíòåãðàë:Z

tan(1 + i+ x)



ïðàâèë. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå Mathematica (sin(c+
dx))�1 èìååò âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå csc(c+dx), è
tan(c+dx)�1 � âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå cot(c+dx).
Òàêèì îáðàçîì, íàäî óìåòü ðàáîòàòü è ñ òàíãåíñîì, è
ñ êîòàíãåíñîì (äðóãèå ìîäóëè äîëæíû ñîäåðæàòü çà-
ïèñè äëÿ ñèíóñà è êîñåêàíñà). Ñèñòåìà, êîòîðàÿ õðà-
íèò îáðàòíûå ôóíêöèè ïî-äðóãîìó, âîçìîæíî, ïîòðå-
áóåò èçìåíåíèÿ áàçû äàííûõ.

Âî-âòîðûõ, ñèñòåìà âëèÿåò íà ðåïîçèòîðèé ÷åðåç
óïðîùåíèå. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî íåêîòîðûå àëãåá-
ðàè÷åñêèå óïðîùåíèÿ çàïèñàíû â íàøåé ñèñòåìå êàê
ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âñòðîåííûé â ñèñòåìó ñïîñîá óïðîùåíèÿ óíè÷òîæèë
áû øàáëîí, ïðåäïî÷òèòåëüíûé äëÿ íàñ. Íåâîçìîæ-
íîñòü îáúÿñíèòü ñèñòåìå íàøè òðåáîâàíèÿ çàñòàâëÿ-
åò íàñ âêëþ÷àòü àëãåáðàè÷åñêèå óïðîùåíèÿ â íàø
ðåïîçèòîðèé, ÷òî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò åãî ðàç-
ìåð.

7. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ïåðå÷èñëèì ðåêóððåíöèè, èñïîëüçóåìûå â ñõåìå èí-
òåãðèðîâàíèÿ [10]. Äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

T1 = tan(c+ dx) ; T2 = a+ b tan(c+ dx) ;

T3(A;B;C) = A+B tan(c+ dx) + C tan2(c+ dx) :

Ñëåäóþùèå ðåêóððåíöèè ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ
A;B;C 2 C:
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Â = bB(m+ 1) + aA(m+ 2n+ 1) ;

B̂ = (aB �Ab)(m+ n+ 1) :
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Â = Abn�Ba(m+ 1) ; B̂ = Aa(m+ n+ 1) :
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